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Un critere de diagonalisabilité

Lecons concernées : 153

Proposition 1. Soient f € L(E) et F un sous-espace vectoriel strict de E stable par f. En notant g = f|p
la restriction de f ¢ F, on a que g est dans L(E) et que x4 divise xy.

Démonstration.

Soit B’ = (eq,...,e,) une base de F, que 'on compléte en une base B = (ey,...,e,) de E.
Alors Matg(f) est de la forme :

Matg(f) = <61 g) avec A = Matp (g)

On obtient alors :

A-XI, C
)= G ) e - X
O

Proposition 2. Soit f € L(E), et soit A € K une racine de x5 de multiplicité h, alors dim E < h.
Démonstration.
On applique la proposition précédente pour F = E).
On a que g = f|g, = Mdg,, donc x4(X) = (X — \)dimEx,
Comme Y, divise xf, on a que dim E) < h. O

Théoréme 3. Soit f € L(F), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) [ est diagonalisable

(i1) xy est scindé sur K, et toute racine X est de multiplicité dim E}.

P
(iii) Il existe des valeurs propres Ai,..., A, de f vérifiant E = @ Ej,.
i=1

K2

Démonstration.

Etape 1 : Montrons que (i) = (ii).

Soient Ap, ..., A\, les valeurs propres de f, et soit B une base de vecteurs propres.
Comme f est diagonalisable, on a :

Adp, 0
Matg(f) = P P~ ou P €GL,(K)
0 Ardp,,.
Ainsi, h; = dim Ey, et xs(X) = [T(X — X;)he.

i=1
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Etape 2 : Montrons que (i) = (iii).

On écrit xf(X) = ﬁ (X — M)

=1

Ona F =@ E\, CE. Deplus:

=1

dim F = ZdimE,\i = Zhi =degx; =n=dimFE

i=1 i=1

P
On a donc E = @ E,,.
=1

1=

Etape 3 : Montrons que (i) = (i).
Soit B; une base de Ey,, et B=B; U...U B, une base de vecteurs propres.
Comme f|Exi = )\JdEM, on a:

Alp, 0
Matg(f) =
0 M1

r

donc f est diagonalisable.
O

Application 4. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il admet un polynome annulateur
scindé a racines simples sur K.

Démonstration.

(=) Soit f € L(F) diagonalisable.

Soient Aq,..., A, ses valeurs propres, et Ey,,..., Ey, les sous-espaces propres associés.
T
Soit alors P(X) = [] (X — );), qui est scindé & racines simples. De plus, par le lemme des noyaux :
i=1

Ker P(f) = éKer(f —XNldg) = éExi =F
i=1 i=1

Ainsi P(f) =0.

(<) Soit f € L(F), et soit P € K[X] annulateur de f, scindé & racines simples.
On note Aq,..., A, les racines de P, alors par le lemme des noyaux, on a :

E=KerP(f)= éBKer(f —Nldg)
i=1

f est donc diagonalisable.
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