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Un critère de diagonalisabilité

Leçons concernées : 153

Proposition 1. Soient f ∈ L(E) et F un sous-espace vectoriel strict de E stable par f . En notant g = f |F
la restriction de f à F , on a que g est dans L(E) et que χg divise χf .

Démonstration.

Soit B′ = (e1, . . . , er) une base de F , que l’on complète en une base B = (e1, . . . , en) de E.
Alors MatB(f) est de la forme :

MatB(f) =
(

A C
0 B

)
avec A = MatB′(g)

On obtient alors :
χf (X) =

∣∣∣∣A − XIr C
0 B − XIn−r

∣∣∣∣ = χg(X) · det(B − XIn−r)

Proposition 2. Soit f ∈ L(E), et soit λ ∈ K une racine de χf de multiplicité h, alors dim Eλ ⩽ h.

Démonstration.

On applique la proposition précédente pour F = Eλ.
On a que g = f |Eλ

= λIdEλ
, donc χg(X) = (X − λ)dim Eλ .

Comme χg divise χf , on a que dim Eλ ⩽ h.

Théorème 3. Soit f ∈ L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est diagonalisable

(ii) χf est scindé sur K, et toute racine λ est de multiplicité dim Eλ.

(iii) Il existe des valeurs propres λ1, . . . , λp de f vérifiant E =
p⊕

i=1
Eλi .

Démonstration.

Étape 1 : Montrons que (i) ⇒ (ii).

Soient λ1, . . . , λr les valeurs propres de f , et soit B une base de vecteurs propres.
Comme f est diagonalisable, on a :

MatB(f) = P

λ1Ih1 0
. . .

0 λrIhr

 P −1 où P ∈ GLn(K)

Ainsi, hi = dim Eλi et χf (X) =
r∏

i=1
(X − λi)hi .
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Étape 2 : Montrons que (ii) ⇒ (iii).

On écrit χf (X) =
r∏

i=1
(X − λi)hi .

On a F =
r⊕

i=1
Eλi

⊆ E. De plus :

dim F =
r∑

i=1
dim Eλi

=
r∑

i=1
hi = deg χf = n = dim E

On a donc E =
p⊕

i=1
Eλi

.

Étape 3 : Montrons que (iii) ⇒ (i).

Soit Bi une base de Eλi
, et B = B1 ∪ . . . ∪ Br une base de vecteurs propres.

Comme f |Eλi
= λiIdEλi

, on a :

MatB(f) =

λ1Ih1 0
. . .

0 λrIhr


donc f est diagonalisable.

Application 4. Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il admet un polynôme annulateur
scindé à racines simples sur K.

Démonstration.

(⇒) Soit f ∈ L(E) diagonalisable.
Soient λ1, . . . , λr ses valeurs propres, et Eλ1 , . . . , Eλr

les sous-espaces propres associés.
Soit alors P (X) =

r∏
i=1

(X − λi), qui est scindé à racines simples. De plus, par le lemme des noyaux :

Ker P (f) =
r⊕

i=1
Ker(f − λiIdE) =

r⊕
i=1

Eλi = E

Ainsi P (f) = 0.

(⇐) Soit f ∈ L(E), et soit P ∈ K[X] annulateur de f , scindé à racines simples.
On note λ1, . . . , λr les racines de P , alors par le lemme des noyaux, on a :

E = Ker P (f) =
r⊕

i=1
Ker(f − λiIdE)

f est donc diagonalisable.
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